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45 Epistemische Logik

Die cpistemische Logik versucht ein besscres Ver-
stindnis des Wissens- und des Glaubensbegrifls unter
der Verwendung formallogischer Methoden zua erlan-
gen. Die Anfange der modernen epistemischen Logik
sind in der Mitte des 20. Jahrhunderts parallel zur Ent-
wicklung der Modallogik zu verorlen. Von Wright
(1951) ist wahrscheinlich die erste Arbeit dieser Tradi-
tion, die sich explizit der epistemischen Logik zuwen-
det, wobei Hintikkas Buch Knowledge and Belief. An
Introduction to the Logic of the Two Notions (1962) die
Grundlagen fiir die moderne epistemische Logik legt.

Diese Urspriinge der epistemischen Logik sind
stark sprachanalytisch geprigt, so dass das Augen-
merk der {rithen epistemischen Logik auf die sprach-
liche Verwendung der Verben »wissen« und »glaubene
gerichtet ist. Die Systeme der epistemischen Logik
und deren Semanlik sind gemaf dieser Tradition als
Versuch zu werten, die logischen Geselzmafigkeiten
der Verben und ihre Bedeutung wiederzugeben. In
der zeitgendssischen epistemischen Logik st dic
sprachanalylische Prigung nicht mehr dominant, wo-
bei Teile dieser Tradition als Semantik der natiirlichen
Sprache fortgefiihrt werden. Auch unter Linfluss von
Forschung in den Wirtschaftswissenschaften (Spiel-
theorie) und der Informatik wendet man sich stattdes-
sen allgemeineren Wissens- und Glaubensbegriffen
zu, die sich nicht zwangsldufig auf das Wissen oder
den Glauben von Personen beziehen, sondern Wissen
und Glauben auch Maschinen bzw. komplexen Syste-
men zuschreiben. In diesem Aufsatz werden wir Sub-
jekte, denen Glauben bzw. Wissen zugeschrichen
wird, deswegen neutral als >Agentinnenc< bezeichnen.
Mit der Hinwendung zu allgemeineren Wissens-
begriffen und dem einhergehenden Bedeutungsver-
lust der sprachanalytischen Tradition ist die Modellie-
rung von epistemischen Situationen und der Informa-
tionsaustausch zwischen mehreren Agentinnen in so-
genannten Multiagentensystemen in den Vordergrund
der epistemischen Logik geriickt. Fagin u.a. (1995)
geben einen gulen ersten Ein- und Uberblick in dic
epistemische Logik dieser Pragung.

Dieses Kapitel versucht einen allgemeinen Uber-
blick iiber die verbreitetsten Systeme der episte-
mischen Logik sowohl {iir cinzelne als auch fir meh-
rere Agentinnen zu geben, die Grundlagen der Mogli-
chen-Welten-Semantik fiir die epistemische Logik
einzufihren und auf einige philosophische Probleme,
die bei der logischen Behandlung des Wissensbegrifls
auftreten, hinzuweisen. Das Zicl des Kapitels ist, den
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Leserinnen cine erste Einfithrung in die epistemisch,
Logik zu geben, sowie auf wichtige weiterfithreng,
Diskussionen hinzuweisen. An einigen Stellen des i,
pitels, insbesondere im Abschnitl ‘-f\-‘lll]liagent(‘nsw,
teme«, wird eine gewisse Bereitschalt vorausgesetzy
sich mit etwas formalerer Terminologie auscinandey.
zuselzen, Jedoch konnen diese Stellen ohne Auswir.
kungen fiir das Verstindnis des restlichen Kapitelg
itbersprungen werden.

45.1 Grundlagen der epistemischen Logik

Genaugenommen sollte an dieser Stelle zwischen dey
cepistemischen Logik, der Wissenslogik, und der dg.
xastischen Logik, der Glaubenslogik, unterschieden
werden. Jedoch hal es sich eingebtirgert, sowohl dje
Wissens- als auch die Glaubenslogik als epistemische
Logik zu bezeichnen. Diese Logiken erweitern die
Aussagenlogik um einen Wissens- bzw. Glaubensope-
rator, die sich formal gesehen wie ein Modaloperator
verhalten. Dementsprechend ist die aussagenlogische
epistemische Sprache eine Erweilerung der aussagen-
logischen Sprache um einen nicht wahrheitsfunktio-
nalen Modaloperator, der in diesem Fall Wissensope-
rator genannt wird. Die intendierte Lesart des Wis-
sensoperators K, ist »Agentin a weif3, dass«. Im all-
gemeineren Fall wird die Sprache nicht nur um einen
Wissensoperator {iir eine Agentin, sondern um Wis-
sensoperatoren {iir mehrere Agentinnen einer end-
lichen Menge I von Agentinnen erweitert. Des Weite-
ren besteht die Sprache aus einer abzihlbaren Menge
propositionaler Variablen Al = {p,p,,...] die als
Platzhalter {iir Aussagesitze verstanden werden kon-
nen und den boolschen Operatoren - fiir die Negation
und A fir die Konjunktion. Die restlichen boolschen
Operatoren werden in der tiblichen Art und Weise de-
finiert. Die Menge der wohlgeformten Formeln kann
wie folgt angegeben werden:

9 2 =pl-ol(eAe)|Ke

wabei pi € At miti € N und j € I Wenig iiber-
raschend ist die intendierte Lesart der Formel K;¢ als
»a weifd, dass ¢ ». Bei einer doxastische Sprache, im
Gegensatz zu einer epistemischen Sprache, werden die
Wissensoperatoren Kj in den obigen Definitionen
durch Glaubensoperator B; (»f glaubt, dass«) erselzt.
In diesem Fall ist die Formel B;¢) als »j glaubt, dass ¢¢
zu lesen. In diesem Abschnitt wird dic epistemische
Logik einzelner Agentinnen betrachtet. Das heifit, im

Gegensalz zum spateren Abschnitt zu Multiagenten-
gystemen wird jeweils nur eine Agenlin betrachtet.
Aus diesem Grund kann der Subskript des Wissens-
pperators im Folgenden weggelassen werden: Wir
schreiben K¢b (Bg) anstelle von K¢ (B (/1). Doch was
sind die Axiome und Regeln der epistemischen Logik?

Line grundlegende Annahme der wichtigsten Sys-
teme der epistemischen Logik ist, dass die Agentinnen
logisch lkompetent sind. Das heifit, ciner Agentin wird
zugeschrieben, dass sie allelogischen Wahrheiten weifd
und dass die Menge aller gewussten Aussagen unter
modus ponens abgeschlossen ist. Formal bedeutet dies,
dass die wichtigsten Systeme der epistemischen Logik
auf das minimale modallogische System K aufbauen.
Das System K besteht aus einem Axiom und einer Re-
gel fiir den Operator K sowie einer vollstindigen Axio-
matisierung der Aussagenlogik in der Sprache der
epistemischen Logik. Das Axiom (K)

K@ — w) - (K¢ - Ky)

besagt, dass Wissen unter modus ponens abgeschlos-
sen ist, wohingegen die sogenannte Nezessitationregel
(Nez)

I/)

Ky

sicherstellt, dass die Axiome der klassischen Aus-
sagenlogik sowie die elwaigen zusitzlichen Postulate
der epistemischen Logik stets gewusslt werden. Die
Nezessitationregel ist eine Herleilungsregel, d.h.,
wurde ein Salz in einem System der epistemischen Lo-
gik hergeleitet, so kann daraul geschlossen werden,
dass dieser Satz gewusst wird. Eine solche Regel ist von
einer klassischen Einfihrungsregel in einem Kalkiil
des natiirlichen Schlieflens zu unterscheiden. Wire
die Regel (Nez) eine solche Einfithrungsregel, so
konnte unter der Annahme ¢ auf Ko geschlossen wer-
den. Dies hitte eine Trivialisierung des Wissens-
begriffs zur Folge und ist in den Systemen der episte-
mischen Logik nicht méglich, da, wie erwihnt, ¢ her-
geleitet werden muss. Die Nezessitationsregel besagt,
dass eine Agentin ¢ beweisen muss, um lhr Wissen
um @ erganzen zu kénnen.

Ein entscheidender Unterschied zwischen Glauben
und Wissen ist, dass Wissen faktiv ist, d. h., Wissen
impliziert Wahrheit: Weif8 eine Agentin, dass ¢, so
muss ¢ auch der Fall sein. In der epistemischen Logik
wird die Faktivitidt von Wissen durch das Prinzip (T)

K(p—>(p
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ausgedriickt. Glauben ist, im Gegensatz zu Wissen,
nicht faktiv: Nicht alles, was eine Agentin glaubt, muss
auch der Fall sein. Faktivitat impliziert, in Systemen,
die zumindest das System K enthalten, die Konsistenz
der Wissensmenge der jeweiligen Agentin. Die Kon-
sistenzannahme scheint auch fiir dic Menge der ge-
glaublen Sdtze plausibel zu sein, vor allem weil in die-
sem Rahmen Agentinnen eine starke logische Kom-
petenz zugeschricben wird. Da Glauben, wie bereits
erwahnt, nicht faktiv ist, muss die Konsistenzannah-
me jedoch zu den Axiomen hinzugefiigt werden. Dies
geschicht mittels des modallogischen Prinzips (D):

B-¢p — - Bep.

Die bereits erwahnten Axiome der epistemischen Lo-
gik werden zumeist durch sogenannte Introspektions-
prinzipien ergdnzt. Dabei handelt es sich um das po-
sitive Introspektionsprinzip und das negative Intro-
spektionsprinzip. Bei dem positiven Introspektions-
prinzip, manchmal auch KK-Prinzip genannt, handelt
es sich um das modallogische Prinzip (4)

K¢y — KKo.

Das KK-Prinzip besagt, dass, falls eine Agentin weif},
dass ¢, ihr dieses Wissen bekannt ist. Das negative In-
trospektionsprinzip besagt, dass einer Agentin auch
ihr Unwissen bekannt ist. Von einem formalen Ge-
sichtspunkt handelt es sich dabei um das modallogi-
sche Prinzip (5)

-K¢p — K=Keg.

Beide Introspektionsprinzipien sind vor allem fiir den
Wissensoperator umstritten. In den kiassischen Ar-
beiten zur epistemischen Logik wird das positive In-
trospektionsprinzip fur den Wissensoperalor zumeist
alzeptiert, jedoch wird es innerhalb der zeitgendssi-
schen Erkenntnistheorie und epistemischen Logik
cher kritisch betrachtet. Exemplarisch sei hier Wil-
liamson (2000) genannt, der aus seiner externalisti-
schen Position heraus mit Nachdruck gegen das KK-
Prinzip argumentiert. Das negative Introspektions-
prinzip wird fiir den Wissensoperator zumeist abge-
lehnt, da es in Kombination mit dem Faktivitdtsprinzip
fiir die meisten Fragestellungen einen zu stark ideali-
sierten Wissensbegrifl impliziert. Da Glauben nicht
faktiv ist, kann diese Argumentation jedoch nicht auf
den Glaubensoperator tibertragen werden und beide
Introspektionsprinzipien werden in diesem Fall zu-
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meist akzeptierl. Far weiler{ithrende Diskussionen
der Introspektionsaxiome sei auf Hintikka (1962),
Lenzen (1978) und Williamson (2000) verwiesen.

Zusammenfassend kénnen jeweils zwei Modallogi-
ken als die prominentesten Systeme der epistemischen
bzw. der doxastischen Logik hervorgehoben werden.
Wir benutzen den Lemmoncode, um die modallogi-
schen Systeme zu benennen. Gemifi des Lemmon-
codes erhilt cine auf das modallogische System K auf-
bauende Logik mit den Axiomen Xj, ..., X, den Namen
KX,..X,. Fir die epistemische Logik sind die zwei Lo-
giken KT4 und KT5 die wichtigsten Systeme; fiir die
doxastische Logik sind es die Systeme KID4 und KD45.
Die Nennung des modallogischen Axioms (4) entfallt
im System K'T5, da es unter Verwendung der Axiome
(1) und (5) bewiesen werden kann. Die System KT4
und K'T5 werden in der relevanten Literatur oft auch
$4 bzw. S5 genannt und im weiteren Verlauf des Kapi-
tels folgen wir dieser Praxis. Fur vertiefende Diskus-
sionen der unterschiedlichen modallogischen Syste-
me sei auf Hughes/Cresswell (1996) und Blackburn
w a. (2001) verwiesen.

45.2 Mogliche-Welten-Semantik fiir die
epistemische Logik

Nachdem wir im vorhergehenden Abschnitt verschie-
dene Prinzipien und Systeme der epistemischen Logik
vorgestellt haben, wollen wir uns nun der semanti-
schen Interprelation dieser Prinzipien und Systeme
zuwenden. Die entscheidende Frage hierbei ist, wie
der Wissensoperator K zu interpretieren ist, so dass
sich eine motivierte und erklarende semantische In-
terpretation ergibt, die mit der intuitiven Lesart des
Wissensoperators iibereinstimmt. Die Standard-
semanlik der epistemischen Logik geht weitestgehend
auf Hintikka (1962) zuriick und ist eine Variante der
sogenannten Moglichen-Wellen-Semantik der Mo-
dallogik. Die grundlegende Intuition der Semantik ist,
dass eine Agentin weif3, dass ¢, genau dann, wenn in
allen ihren epistemischen Alternativen, d.h. in allen
mit dem Kenntnisstand der Agentin kompatiblen Si-
tuationen, ¢ der Fall ist. Als Folge dieser Charakteri-
sierung entsprechen die verschiedenen Systeme bzw.
Prinzipien der epistemischen Logik semantisch je-
weils unterschiedlichen Antworten auf die Frage, wel-
che Situationen mit der gegenwartigen Situation kom-
patibel sind. Formal wird dies durch eine sogenannte
Zuganglichkeitsrelation expliziert, welche die episte-
misch moglichen Alternativen einer Situation angibt.

Je nach System der epistemischen Logik hat diese g,
lation sehr unterschiedliche Eigenschaften.

Der zentrale Begriff der Semantik ist der eines Rah.
mens. Lin Rahmen F ist ein Tupel W = (W’Rl>~-->R,,)
wobei W eine nicht leere Menge von epislemisehen
Alternativen  bzw. mdogliche Welten st und
R, C Wx W fir 1<i<n die zuvor erwahnte Zu-
giinglichkeitsrelation der Agentin i ist. Im epigte.
mischen Rahmen besagt die Zugin glichkeitsrelati‘m,
welche epistemischen Alternativen fir die Agentiy,
vom Standpunkt der gegenwirtigen epistemischey,
Alternative epistemisch moglich sind. Im Folgendey,
werden wir wieder vereinfachend den Fall von ledig.
lich einer Agentin betrachten und verzichten deswe.
gen auf die Angabe eines Subskripls bei der Nennyp,
der Zuginglichkeilsrelation. Aus einem Rahmen ge-
winnt man ein Modell M fiir die epistemische Sprache
indem man den Rahmen un eine Valuationsfunktiop
ergnzt. Bine Valuationsfunktion V:At — g(w)
weist jeder propositionalen Variablen der Sprache ej-
ne Menge von epistemischen Alternativen zu. Intuitiy
betrachtet ist dies die Menge der epistemischen Alter-
nativen, in denen die entsprechende Variable wahr ist,
Ein Modell der Sprache ist somit ein Paar (I} V) be-
slehend aus einem Ralhumen und einer Valuations-
funktion.

Wir kénnen nun prézise formulieren, unter wel-
chen Bedingungen eine Formel der Sprache in einem
Model M relativ zu einer epistemischen Alternative
w € W wahr ist. Formal schreiben wir (M, w) E ¢,
um mitzuteilen, dass ¢ in der epistemischen Alternati-
ve wund dem Modell M wahr ist.

w e Vi),

(Moae) 4,

(M, ) o & (M, w) =y,
Yo € W(wRe = (M,v) |5 K),  wenng = K.

wenn ¢ € At
wenn ¢ ==
(M, w) brip e

wenn ¢2 = A X

Falls eine Formel ¢ in einem Modell M relativ zu allen
cpistemischen Alternativen w € W wahr ist, so sagen
wir, dass ¢ wahr in M ist, und schreiben M ¢. Soll-
te eine Formel unabhingig von der gewéhlten Valuati-
onsfunktion wahr sein, d. h. in jedem Modell des Rah-
mens F, so ist ¢ wahr in I geschrieben F F ¢.

Wir kénnen nun den anfangs erwéihnten Zusam-
menhang zwischen den Eigenschaften der Zugang:
lichkeitsrelation und den Prinzipien und Systemen
der epistemischen Logik explizit machen. Die unter-
schiedlichen epistemischen Prinzipien sind in einem
Rahmen F genau dann wahr, wenn der Rahmen, d.h.

die Zuginglichkeitsrelation des Rahmens, die dem

prinzip cntsprechende Eigenschaft hat. So ist zam
Beispiel das Faktivititsprinzip (T) genau dann in ei-
nem Rahmen F wahr, wenn F reflexiv ist. Lediglich die
Prinzipien des Systems K sind in allen Rahmen un-
abhéngig von den spezifischen Eigenschafien der Zu-
ganglichkeitsrelation wahr.

Bevor wir nun die den wichtigsten epistemischen
Prinzipien entsprechenden Eigenschaflen der Zu-
géinglichkeitsrelation bzw. des Rahmens auflisten,
fithren wir zum besseren Verstindnis zundchst einige
dieser Ligenschalten cin. Sei F = (W, R) ein Rahmen:

Fist scriell vw € W3iv € W(wRv)

Fist reflexiv Yw © W(wRw)

Fist transitiv Yw, v, u(wRv A VRU = wRU)

Fist symmelrisch Yw,v(WRv = vRw)

Fist cuklidisch Vw, v, u(WRv A WRU = VvRu)

Der Zusammenhang zwischen den epistemischen
Axiomen und den soeben aufgefithrten Eigenschaflen
der Rahmen ldsst sich nun wie folgt zusammenfassen.

Theorem Sei ¥ ein Rahmen.

FE Kyp - -Kp < E ist seriell;

FEKp —»p =3 Fist reflexiv;

FE Kp - KKp = F ist transitiv;

FEp > K- Kyp < F ist symmetrisch;

FE -Kp - K-Kp & F ist euklidisch.

Aus dem Theorem ergibt sich, dass die Systeme KD4
und KID45 semantisch der Klasse der seriellen und
transitiven Rahmen bzw. der seriellen, transitiven und
euklidischen Rahmen entsprechen. Die Systeme $4
und S5 entsprechen hingegen der Klasse der reflexiven
und transiliven Rahmen bzw. der reflexiven und eu-
klidischen Rahmen., Generell kdnnen sogenannte
Vollstandigkeitsresultate fiir besagte Systeme relativ
2 den entsprechenden Klassen von Frames bewiesen
werden. Eine System S der epistemischen Logik ist
vollstindig relativ zu einer Klasse C von Frames genau
dann, wenn eine Formel in S genau dann bewiesen
werden kann, wenn sie in jedem Frame der Klasse C
wahr ist. Fiir eine explizite Darstellung dieser Voll-
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standigkeits-resultate sowie weiterfithrende Diskus-
sionen der Semantik sei erneut auf Blackburn w. a.
(2001) verwiesen.

45.3 Multiagentensysteme

In den vorangegangenen Abschnitten wurden Syste-
me der epistemischen Logik [iir einzelne Agentinnen
diskatiert: Es wurden Axiome fiir den Wissens- bzw.
Glaubensoperator einzelner Agentinnen samt einer
passenden Semantik gegeben. Was Agentinnen wissen
bzw. glauben, scheint jedoch mafigeblich durch die In-
teraktion zwischen verschiedenen Agentinnen einer
Gruppe und dem Austausch von Information inner-
halb der Gruppe bestimmt zu sein. In unserer Definiti-
on der epistemischen Sprache hatten wir bereits Wis-
sensoperatoren fiir eine endliche Anzahl von Agentin-
nen vorgesehen, uns jedoch in der folgenden Diskussi-
on auf den Fall einer Agentin und demzufolge eines
Wissensoperators beschrinkt. Jetzt werden wir den
allgemeineren Fall betrachten, in dem die Sprache
Wissensoperatoren {iir einc endliche Menge I = {1,...,n}
von Agentinnen enthalt. In den Mulliagentensyste-
men, die wir betrachten wollen, konnen nicht nur Aus-
sagen uber das Wissen einzelner Agentinnen getroffen
werden, sondern auch tiber das Wissen von Gruppen
G <Ivon Agentinnen. In der Literatur werden zu die-
setn Zweck drei weitere Wissensoperaloren, die sich
auf das Wissen der Gruppe bezichen, belrachtet: Der
Operalor E; (Shared Knowledge), der Operator Dy
(Distributed Knowledge) und schlussendlich der so-
genannte Common Knowledge-Operator Cg. Fiir alle
dieser Operatoren werden wir eine geeignete Zugang-
lichkeitsrelation unter Verwendung der Zuginglich-
keitsrelationen der Agentinnen definieren, so dass die
Wahrheitsbedingungen fiir die Operatoren des Grup-
penwissens strukturell den Wahrheitsbedingungen
der individuellen Wissensoperatoren ahneln. Die in-
tendierte Lesart des Operators Eg ist »jeder in der
Gruppe weif3, dass<. Dementsprechend wird die Zu-
ganglichkeitsrelation des Operators als die Vereini-
gung uber die Zuganglichkeitsrelation der einzelnen
Agentinnen definiert: wRyvi< 3j € G(ijv). Der
Operator D; hingegen beschreibt, was die Gruppe
wissen kann, falls sie ihr Wissen kombiniert. Seman-
tisch bedeutet dies, dass die Zuganglichkeitsrelation
des Operators nur epistemische Alternativen betrach-
tet, die von allen Agentinnen als moglich erachtet wer-
den. Formaler ausgedriickt ist die Zuganglichkeits-
relation des Operators R, der Schnitt Gber die Zu-
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ginglichkeitsrelation der einzelnen Agentinnen der
Gruppe: wRpvi& Vj € G(wR‘,-v). Der Comwmon
Knowledge-Operator C; ist eine Art Verallgemeine-
rung des Operalors Eg;. Elwas ist Common Knowledge,
d.h. Allgemeinwissen, wenn es nicht nur alle wissen,
sondern auch alle wissen, dass alle es wissen, was wie-
derum alle wissen usw. C;; ist also eine Tteration des
Operators Eg, genauer gesagt, die (unendliche) Kon-
junktion aller endlichen Iterationen des E;-Operators.
Dies ldsst sich formal prazisieren, indem wir eine Hie-
rarchie von Shared Knowledge-Operatoren definieren.
Wir setzen Elg = ¢ und EE*'gp := EqEk@. Der
Operator Cg lésst sich dann wie folgl definieren:

Cop = Yk € N(Ekg).

Diese syntaktische Definition des Common Knowled-
ge-Operators ladsst sich auch semantisch nachvollzie-
hen. Eine epistemische Alternative jst in diesem Sinne
zuginglich, wenn Sie mittels der Relation Rj; in end-
lich vielen Schritten erreicht werden kann:

wRevie= Im € NIuy, ., (WRgu AuRg
Uy Ao Aty Rpv).

Mittels der Zugédnglichkeitsrelationen der drei ver-
schiedenen Gruppen-Wissensoperatoren konnen die
Wahrheitsbedingungen fiir die Operatoren in der tib-
lichen Weise angegeben werden:

(M,w) E Egp < Vv(wRpy = (M,v) E ¢)
(M,w) E Dgop < Yv(wRpv = (M,v) E ¢)
(M,w) E Cop < Vv(wRev = (Mv) E @).

In der Sprache der epistemischen Logik kann der
Operator E; mittels der Konjunktion aller individuel-
len Wissensoperatoren der Agentinnen der Gruppe
G = {a,..a} € I{l £ n)definiert werden:

Eqcp = Kip A .. ANKo.

Im Gegensatz hierzu kdnnen die Operatoren D¢ und
Cg nicht innerhalb der epistemischen Sprache de-
finiert werden. Fir den Operator C; mag dies ver-
wunderlich erscheinen, da zuvor eine Definilion an-
gegeben wurde. Um jedoch die Konjunktion aller end-
lichen Iterationen des Eg;-Operators angeben zu kon-
nen, bedarf es einer unendlichen Konjunktion, die in
der Sprache der epistemischen Logik nicht gebildet

whitfertigung

werden kann. Tatsachlich kann gezeigt werden, dasg
dic Operatoren D¢; und C; der epistemischen Sprache
- und damit den Systemen der epistemischen Logik -
cine groflere Ausdruckskraft verleihen. Fir Myj.
agentensysteme muss deswegen die Syntax der Spra-
che wie folgt erweitert werden:

@ 1 =pioele Ap)|Ke|Deg|Cop
wobeip; € At,j € I # @gundG C L

Die Multiagentensysteme erweitern die Systeme der
epistemischen Logik fiir einzelne Agentinnen durch
Axiome fiir die Operatoren Dg und Cq. Sei G = (g,
...,(1[}1
(Ax-C)  Cep < EglpACgo)
¢ — By Ag)

¢ = Caoy
(Ax1-D¢) Dy9 < K, @ firl <i <1

(R-Cg)

(Ax2-Dg) Dgo — Do, fallsG € G'C 1

Yur Distributed Knowledge miissen zudem noch die
Axiome des individuellen Wissensoperators des ent-
sprechenden Systems angenommen werden. Das
heiflt, wird der Wissensoperator K durch das modal-
logische System S5 charakterisiert, so miissen die mo-
dallogischen Axiome (K), (1) und (5) sowie die Regel
(Nez) fir den Operator D¢; angenommen werden. Fiir
die resultierenden Mulliagentensysteme lassen sich
dann wieder Vollstandigkeitsresultate relativ zu den
entsprechenden Klassen von Rahmen der Moglichen-
Welten-Semantik fir Multiagentensysteme angeben.
Fiir Details sei auf Fagin u. a. (1995) verwiesen.
Wihrend die Axiome des Distributed Knowledge in
hohem Mafle selbsterklidrend sind, erscheinen die
Axiome fiir Common Knowledge auf den ersten Blick
weniger transparent. Jedoch ergibt sich ihre Bedeu-
tung nach kurzer Reflexion. Das Axiom (Ax-C) sagt
aus, dass ¢ Allgemeinwissen einer Gruppe ist, gdw.
von allen in der Gruppe gewusst wird, dass ¢ der Fall
und dass ¢ Allgemeinwissen ist. Dies scheint eine in-
tuitive plausible Charakterisierung von Commott
Knowledge bzw. Allgemeinwissen zu sein. Das Axiom
(Ax-Cs) wird auch Fixpunktaxiom genannt: Wenn
Ce fiir x in der Formel Ei(g A x) eingesetzt wird, s0
ist die resultierende Formel logisch dquivalent zu Co@
selbst. Die Regel (R-C¢) wird Induktionsregel g€

pannt: Wenn aus ¢ folgt, dass w A @ von allen Mitglie-
dern der Gruppe gewusst wird, so kann geschlossen
werden, dass ¢ impliziert, dass y Allgemeinwissen ist.
Zundchsl ist zu beachten, dass die Regel wie die Ne-
zessitationsregel eine Herleitungsregel ist, d.h. keine
Einfihrungsregel im Sinne der Kalkiile des natiirli-
chen Schlief3ens. Der Name der Regel ist zum besseren
Verstandnis der Regel hilfreich: Unter Annahme des
Antezedens der Regel kann man sich per Induktion
davon tiberzeugen, dass fiir alle natiirlichen Zahlen ,
¢ — EdwAp) gilt und warum dies plausibel er-
scheint. Da dic unendliche Konjunktion aller E¢ All-
gemeinwissen ist, ergibt sich die Regel (R-Cy;) aus die-
ser Uberlegung,

45.4 Logische Allwissenheit

In den bisherigen Ausfithrungen wurde den Agentin-
nen stets eine starke logische Kompetenz zugeschrie-
ben, in der Tat eine zu starke logische Kompetenz, falls
dic Agentinnen keinen starken Idealisierungsbedin-
gungen unterworfen werden und als Personen oder
Maschinen verstanden werden sollen, die physischen
Limitierungen unterliegen. Die logische Kompetenz
der Agentinnen ergibt sich aus dem Axiom (K) und
der Nezessitationsregel (Nez), die in allen Rahmen der
Moglichen-Welten-Semantik gelten. Diese Prinzipien
implizicren, dass, falls etwas gewusst wird, stets alle
logischen Folgerungen ebenfalls gewusst werden. Das
heiflt, die Menge der gewussten Satze ist stets unter lo-
gischer Lolgerung abgeschlossen. Nun ist davon aus-
zugehen, dass der renommierte Logiker Harvey Fried-
mann die Axiome der Robinson Arithmetik weifi: es
handelt sich lediglich um sieben Axiome. Jedoch sind
nicht einmal Harvey Friedman alle logischen Folge-
rungen dieser Axiome bekannt. So ist beispielsweise
unbekannt, ob dic Goldbachsche Vermutung eine Fol-
gerung der Axiome ist, die Axiome sie widerlegen
oder sic von den Axiomen unabhéngig ist. Folgt die
Goldbachsche Vermutung jedoch aus den Axiomen
der Robinson Arithmetik, so weiff Harvey Friedman,
gemaf der Systeme der epistemischen Logik, dass jede
gerade Zahl, die grofier ist als zwei, die Summe zweier
Primzahlen ist.

Wird eine Charakterisierung des Wissensbegrifls
unter geringeren Idealisierungsbedingungen ange-
strebt, so miissen das Axiom (K) und die Regel (Nez)
aafgegeben und damit auch der Rahmen der klassi-
schen Méglichen-Welten-Semantik verlassen werden.
Die Abschwiichung der logischen Abschlussbedingun-
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gen kann in unterschiedlicher Stirke erfolgen. Line
vergleichsweise geringe Abschwichung der logischen
Abschlussbedingungen und somil der Idealisierungs-
annahmen erfolgt in der sogenannten »Neighborhood
Semantik¢ (vgl. Fagin u.a. 1995). Die Neighborhood
Semantik garantiert nicht mehr den Abschluss des
Wissens unter logischer Folgerung, sondern lediglich
unter logischer Aquivalenz. Allerdings kollabiert die
Neighborhood Semantik formal gesehen in die klassi-
sche Mogliche-Welten-Semanlik, falls das Prinzip

K(gp Aw) < Ko A Ky

akzeptiert und auch nur eine logische Wahrheit ge-
wusst wird.

Der Abschluss des Wissensbegriffs unlter logischer
Aquivalenz ist weiterhin eine starke Idealisicrungs-
annahme, so dass die Neighborhood Semantik auch
von diesem Gesichtspunkt her nicht unbedingt belrie-
digend ist. Line Alternative zur Neighborhood Se-
mantik bietet eine Variante der klassischen Mégliche-
Welten-Semantik, in der sogenannte >unmégliches
Welten eingefiihrt werden, Unmogliche Welten sind
epistemische Alternativen, in denen die Gesetze der
Logik aufler Kraft sind. In dieser Semantik bleiben
nichts desto trotz die Begriffe der logischen Wahrheil,
der logischen Aquivalenz und der logischen Folge-
rung unverindert, da sie relaliv zu der Menge der
moglichen Welten bestimmt werden, Der Wissens-
operator wird jedoch auch relativ zu unmoglichen
Welten evaluiert. Das heifdt, Agentinnen erachten
auch unmaégliche Welten als epistemische Alternati-
ven, so dass der Wissensoperator nicht zwangslaufig
unter logischer Folgerung bzw. logischer Aquivalenz
abgeschlossen ist. Unmogliche-Welten-Semantik ist
cine hyperintensionale Semantik. Die Semantik er-
kldrt a weifs, dass ... und a glaubt, dass ... zu hyperinten-
sionalen Kontexten in denen logisch dquivalente, d. h.
co-intensionale, Ausdriicke nicht mehr fiireinander
substituicrt werden koénnen. Generell werden in die-
ser Semantik keine logischen Geselzmifligkeiten im
Skopus des Wissensoperators erhallen, was eine dras-
tische Reaktion auf das Problem der logischen Allwis-
senheit darstellt (vgl. erneut Fagin u.a. 1995 fiir eine
prézise Darstellung der Semantik).

In der epistemischen Logik und ihrer philosophi-
schen Anwendungen sind je nach Diskussion oder
Problem sowohl der idealisierte als auch der nicht
oder weniger stark idealisierte Wissensbegrifl oppor-
tun. Die bisher diskutierten Ansitze erlauben jedoch
entweder den idealisierten oder den nicht idealisier-
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ten Wissensbegriff. Als Reaktion auf das Problem der
logischen Allwissenheit unterscheiden einige Ansétze
deswegen zwischen explizitem, nicht-idealisiertem
und implizitem, idealisiertem Wissen. Zumeist wird
hierfiir die Syntax der Sprache erweiter, so dass diese
Unterscheidung in der Sprache explizit gemacht wer-
den kann. Zu nennen sind hiet die Awareness-Seman-
tik (vgl. Pagin u. a. 1995) sowie die Justification-Logik
(Artemov 2008).

45.5 Quantifizierte Epistemische Logik

Bis jetzt haben wir lediglich Varianten der episte-
mischen Logik in aussagenlogischen Sprachen be-
trachtet. In diesem Abschuitt wollen wir einen kurzen
Einblick in die epistemische Logil der ersten Stufe mit
Identitdt geben. In der quantifiziert epistemischen Lo-
gik ergibt sich einc wichtige Differenzierung dieses
Wissensbegriffs, dic im Rahmen der aussagenlogi-
schen epistemischen Logik nicht erfasst werden kann,
Es handelt sich um die Unterscheidung zwischen Wis-
sen de re und Wissen de dicto, die wir mittels folgen-
dem Beispiels illustrieren wollen. Der natiirlich-
sprachliche Satz

(b) Max glaubt, dass ein Logiker die Stelle erhalten
hat.

hat zwei unterschiedliche Lesarten. Zum einen mag
Max von einem bestimmten Logiker glauben, dass er
die Stelle erhalten hat. Zum anderen kann der Satz so
verstanden werden, dass Max iberzeugt ist, dass ein
beliebiger Logiker die Stelle erhalten hat. Semiformal
konnen die Lesarten wie folgt prazisiert werden:

(b1) Ix(Logiker(x) A By, Stelle erhalten(x)).
(b2) By x (Logiker(x) A Stelle erhalten(x)).

In (b1), der de re-Lesart, glaubt Max von einer be-
stimmten Person, dass Sie die Stelle erhalten hat, wo-
hingegen in (b2), der de dicto-1esart, Max lediglich ei-
ne Existenzaussage glaubt. Diese zwei Lesarten sind
offensichtlich nicht dquivalent und missen in der
epistemischen Logik erster Stufe strikt unterschieden
werden. Die Unterscheidung zwischen de re und de
dicto hingt unmittelbar mit der referentiellen Opazi-
tit der Wissens- und Glaubenskontexte zusammen.
Ein Kontext ist referentiell opak, wenn co-referentielle
Terme in diesem Kontext nicht salva veritate ftireinan-

der substituiert werden konnen. Die referentig)]
Opazitat lasst sich wie folgt illustrieren: 3

(al) Max weifS, dass Carlos ein Terrorist ist,

(a2) Carlos = Ilich Ramirez Sdnchez

(a3) Max weif3 nicht, dass Ilich Ramirez Sdnchey cin
Terrorist ist.

Zumindest intuitiv betrachtet konnen alle drej Aus.
sagen gleichzeitig wahr sein: So viel Max auch Yom
Terroristen Carlos gehorl hat, so mag ihm nicht be-
kannt sein, das »Carlos¢ der Alias von Ilich Ramire,
Sanchez ist. Anders ausgedriickt, solange Maxepg
Wissen in (a3) nichtals de re-Wissen itber Carlog, Son-
dern de dicto verstanden wird, tritt, zumindest intuitiy
betrachtet, kein Widerspruch aul. Wird diese Intuiti-
on ernst genommen, so ergeben sich einige Probleme
fiir die klassische Identitétslogik sowie die referentiel-
le Semantik, d. h. die Mégliche-Welten-Semantik fir
die epistemische Logik erster Stufe. Im Rahmen dey
Méglichen-Welten-Semantik bedeutet die Vereinbar-
keil der Aussagen (al-3), dass Max epistemische A}
ternativen betrachtet, in denen »Carlos< und >Ilich Ra-
mirez Sanchez« nicht auf dieselbe Person Bezug neh-
men. Wenn Terme aber unlerschiedliche Referenten
in unterschiedlichen epistemischen Alternativen ha-
ben, stellt sich die Frage, ob die Referenten auch in al-
len epistemischen Alternativen existieren und, all-
gemeiner, ob inallen epistemischen Alternativen auch
dieselben Objekte existieren. Fallt die Antwort zu die-
ser Frage positiv aus, so kann die sogenannte constant
domain semantics verwendet werden, in der alle epis-
temischen Alternativen stets den gleichen Individuen-
bereich haben. Jedoch kommutiert in einer solchen
Semantik der Existenzquantor mit dem Wissensope-
rator, was, wie die Beispiele (b1) und (b2) nahelegen,
der de re/de dicto-Unterscheidung nicht gerecht wird.
Aus diesem Grund muss die constant domain seman-
tics fiir die epistemische Logik erster Stufe als nicht ad-
Adquat erachtet werden. Stattdessen scheint in diesem
[all die allgemeinere, aber auch kompliziertere, vary-
ing domain semantics, in der der Individuenbereich
von epistemischer Alternative zu epistemischer Altet-
native variieren kann, die bessere Wahl zu sein. Eine
vollstindige Axiomatisierung der Klassen von Rab-
men der varying domain semantics erfordert jedoch
zumeist die Verwendung einer freien Logik, d. h. ein€
Logik, in der nicht vorausgesetzt wird, dass jeder Term
der Sprache ein Objekt denotiert.

Ein Rahmen F fiir die Mégliche-Welten—Semarltik
erster Stufe ist ein Tupel (W,R,D,U), wobei W eine

pichtleere Menge von epistemischen Alternaliven
and R die epistemische Zuganglichkeitsrelation ist.
p:W = go(U) ist eine Funktion, die jeder episte-
mischen Alternative einen nichtleeren Individuen-
pereich zuweist. Der Individuenbereich ist eine Teil-
menge des Universums U, wobei wir annehmen, dass
U = UwewDw). Fordert man fir alle w,w’ € W, dass
D(w) = D(w"), so erhélt man eine constant domain se-
mantics, andernfalls handelt es sich um eine varying
domain semantics. Ein Modell der Semantik erhalt
man, indem man einen Rahmen I' um eine Interpre-
rationsfunktion I erganzt. I weist den Pradikaten und
Termen eine Inlerpretation relaliv zu einer episte-
mischen Alternative zu. Die Konsistenz der Aussagen
(al-3) kann in diesem Rahmen wie folgt erklirt wer-
den. (al) sagt aus, dass in allen (zugénglichen) episte-
mischen Alternativen v: I(Carlos,v) € I(Terrorist,v);
(a2) sagl, dass in der gegenwarligen epistemischen
Alternative wy: I{(Carlos,wg) = I(I. R. Sdnchez,w,) und
(a3) besagt, dass es eine epistemischen Alternative u
gibt, so dass I(I. R. Sdnchez,u) & 1 (Terrorist,u). Das
steht jedoch in keinem Widerspruch zu I{Car-
Jos,ut) € I(Terrorist,u), da unsere Semantik erlaubt,
dass WCarlos,u) = I(I.R. Sanchez,u). In gewissem
Sinne ist die Crux der Auflosung des Identititspuz-
zles, dass Namen neben einer Extension auch eine In-
tension zugewiesen bekommen. Fiir die Substitution
in Wissenskontexten ist es nicht ausreichend, dass
Namen dieselbe Lxtension in einer, sei es auch die
tatsachliche, epistemischen Alternative haben, sie
missen auch dieselbe Intension haben. So elegant die
intensionale Behandlung von Namen erscheinen
mag, so fithrt sie zu Schwierigkeiten im Rahmen der
referentiellen Semantik. In der referentiellen Seman-
tik werden Variablen rein extensional behandelt, sie
sind lediglich Platzhalter fiir Objekte und nicht Inten-
sionen. Werden Namen nun intensional behandelt,
verhalten sich nicht alle Terme der Sprache gleich
und die Identititslogik von Variablen und Termen
wird divergicren. Dieses Spannungsverhaltnis zwi-
schen Intensionalitit und referentieller Semantik ist
die zentrale Herausforderung fiir die Semantik der
epistemischen Logik der ersten Stufe und, allgemei-
ner, der quantifizierten Modallogik. Eine ausfithr-
liche Diskussion der Probleme und unterschiedlichen
Ansdtze kann an dieser Stelle jedoch nicht geleistet
werden. Wir verweisen auf die Arbeiten von Hughes/
Cresswell (1996), Fitting/Mendelsohn (1998), Garson
(2001) und Aloni (2005).

45.6 Ausblick

Das Ziel des Kapitels war eine Einfuhrung in die wich-
tigsten Systeme einzelner Agentinnen sowie in die
Multiagentensysteme der epistemischen Logik und
deren Semantik. Unsere Diskussion dieser Systeme
sollte deutlich gemacht haben, dass der diesen Syste-
men zugrunde liegende Wissensbegrifl starken Ideali-
sierungsbedingungen unterliegl, dic nur schwer mit
einem Wissensbegriff in Einklang zu bringen sind, der
das Wissen von tatsdchlichen Personen als Ausgangs-
punkt nimmt. Als weitere verwandte Schwiche der
diskutierten Systeme erscheint, dass sie den differen-
zierten Wissensbegriff der verschiedenen Theorien
des Wissens nicht gerecht werden. In neueren Arbei-
ten zur epistemischen Logik wird auf dieses Problem
eingegangen, indem die epistemische Logik um zen-
trale Begriffe der Theorien des Wissens erganzt wird.
Stellvertretend sind hier die Arbeiten von Holliday
(2015), der die epistemische Logik um Begriffe der
modalen Konzeption des Wissens erginzt, und Arte-
mov (2008), der einen Rechtfertigungsbegriff in die
epistemische Logik einfithrt, genannt.

Ein weiterer wichtiger Aspekt der epistemischen
Logik, der in diesem Kapitel nicht betrachtet wurde,
ist, wie sich Wissen durch den Erhalt neuer Informa-
tionen, z. B. durch die Interaktion mit anderen Agen-
tinnen, verandert. Das heift, Wissen wird nicht mehr
nur statisch, zu einem bestimmten festgelegten Zeit-
punkt betrachtet, sondern auch wie es sich durch den
Erhalt von Informationen verdndert. Solche dyna-
mischen Ansitze verbinden Methoden der episte-
mischen Logik mit denen der Uberzeugungsrevision
und ermdéglichen unter anderem alternative Losungs-
ansatze, wie mit den epistemischen Paradoxien, z. B.
der Church-Fitch Paradoxie, umzugehen ist. Ein
knapper Einblick in einige dynamische Ansatze wird
in Ligré (2011) gegeben, cine ausfiihrliche Darstellung
findet sich in van Ditmarsch u. a. (2008).

(Die Arbeit zu diesem Beitrag wurde durch die Europdi-
sche Kommission im Rahmen des Marie Sklodowska-
Curie Individual Fellowships TREPISTEME (Projekt
Nr. 703539) finanziert.)
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